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Modelli Generativi



Modelli Generativi

• Modelli probabilistici
• Punto di partenza: 𝑥

• Dato ad alta dimensionalità
• Target: 𝑃(𝑥)

• Cattura la nozione d’incertezza sul dato
• Densità

• Obiettivo: generare (simulare) dati realistici
• 𝑥 ∼ 𝑃

• Strumento: parametrizzazione di 𝑃
• 𝑃 𝑥 ≈ 𝑃! 𝑥
• 𝑥 ∼ 𝑃!



Modelli Generativi

• Tre componenti
• Stima di parametri

• Dati {𝑥", … , 𝑥#} dove 𝑥$ ∼ 𝑃%&'(
• Trovare il 𝜃 ottimale

• Il valore di 𝜃 per cui 𝑃! 𝑥" ≈ 𝑃#$%&(𝑥")
• Inferenza

• Calcolare 𝑃 𝑥 𝜃
• Generazione

• Campionare 𝑥 ∼ 𝑃 . 𝜃



Esempio: Dati gaussiani

• 𝜃 = 𝜇, Σ
• 𝑥 ∼ 𝒩(. |𝜇, Σ)



Esempio: Dati gaussiani

• Stima
• Dati 𝑥', … , 𝑥( , 𝜃 = 𝜇, 𝜎

• 𝜇 = "
#
∑$ 𝑥$

• 𝜎) = "
#
∑$ 𝑥$ − 𝜇 )

• Inferenza
• 𝑝) 𝑥 =𝒩(𝑥|𝜇, 𝜎)

• Generazione
• 𝑥 ∼ 𝑝) .



Esempio: immagini



Perché i modelli generativi?

• Generazione di nuovi contenuti
• Image completion
• Data augmentation

• Image restoration
• Super-resolution
• Style transfer



Quali modelli generativi?

• Fully-observed models
• Modellano le relazioni tra i dati
• Variabili casuali

• Latent-Variable models
• Variabili latenti associate ad ogni dato 

osservato
• Esprimono causalità/correlazione 

nascosta con i dati osservati
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𝑥' 𝑥(

𝑦
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Variational Autoencoders

• Modello semplice
• Assume che 𝑥 sia generato 

condizionatamente ad una variabile latente
• Influisce sul parametro 𝜃

• Generazione facile
• Inferenza difficile…

𝑧

𝑥 𝑛

𝜃

𝑃 𝑥 = .𝑃0 𝑥 𝑧 𝑃(𝑧)d𝑧



Esempio: MNIST



Generazione

• sorteggia 𝑧 ∼ 𝑃1
• campiona 𝑥 ∼ 𝑃0(𝑥|𝑧)
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3.3. Training del modello ed analisi del 2D-latent space
Il modello è stato addestrato per 100 epoche, con una batch size pari a 128, utilizzando

l’algoritmo di ottimizzazione ADAM, Adaptive Moment Estimation, il quale calcola dei
learning rate adattivi per ogni parametro, ottimizzando il processo di learning rispetto ad
algoritmi precedenti quali ad esempio mini-batch gradient descent o la sua versione stocastica
(SGD) che risulta maggiormente a�etta da rumore durante la convergenza.

In seguito all’addestramento sono stati eseguiti alcuni test, descritti di seguito, al fine di
analizzare la struttura del latent space e le capacità generative del modello realizzato.

3.3.1. Distribuzione delle cifre del MNIST nel latent space
È stata plottata la distribuzione nel latent space degli encoding corrispondenti alle cifre

presenti all’interno del dataset MNIST:

Dal grafico si può notare la tendenza del modello, fornita dalla minimizzazione del
reconstruction loss, a clusterizzare le codifiche in base alla cifra che esse rappresentano, il che
porta alla formazione di 10 cluster, i quali sono molto vicini tra loro: questa caratteristica è
ottenuta grazie all’e�etto regolarizzante che scaturisce dalla minimizzazione della distanza
di Kuulback-Leibler tra la distribuzione inferita, che si assume avere un comportamento
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gaussiano, e la latent distribution, e consente l’interpolazione tra le varie classi nonchè il
sampling all’interno del latent space per la generazione di nuove cifre. Da notare come
le ottime capacità di clustering del VAE, fanno di esso un valido metodo di unsupervised
learning.

3.3.2. Campionamento e visualizzazione delle cifre generate
Un’analisi interessante, al fine di osservare più da vicino la capacità generativa del modello,

in termini di continuità e fuzziness del latent space, questo è stato campionato ad intervalli
regolari per visualizzare le immagini generate, al variare delle due componenti del latent
space bidimensionale:

Dal grafico è evidente come la continuità dello spazio permetta la generazione tramite
random sampling di cifre realistiche, nonchè la smooth interpolation tra le varie classi di cifre.
In e�etti, man mano che ci si sposta nel latent space la cifra rappresentata muta dolcemente,
trasformandosi gradualmente in un’altra attraverso una serie di rappresentazioni realistiche,
generate tramite un mix delle feature latenti interpretabile dal decoder.
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𝑃 𝑥 = .𝑃! 𝑥 𝑧 𝑃(𝑧)d𝑧



Quali parametri per MNIST? 

• Bernoullian model
• 𝑃) 𝑥 𝑧 = ∏0,2 𝜃02 𝑧 3!" (1 − 𝜃02 𝑧

'43!"

• 𝜃$* 𝑧 ∈ [0,1] variabile bernoulliana che modella la probabilità bianco/nero

• Estensione: multinomial distribution
• 𝑃) 𝑥 𝑧 = ∏0,2 𝜃02,5(𝑧)

• 𝜃$*,, 𝑧 variabile multinomiale (∑, 𝜃$*, 𝑧 = 1) che modella la probabilità del colore k

• Gaussian model
• 𝑃) 𝑥 𝑧 = ∏02𝒩(𝑥, 𝜇(𝑧), 𝜎(𝑧)𝐼)



Inferenza

• Problema
• Dato 𝑥, bisogna calcolare

• Intrattabile!

𝑃 𝑥 = .𝑃0 𝑥 𝑧 𝑃(𝑧)d𝑧



Inferenza

• Approssimazione
• Metodi:

• Monte Carlo (MC) Sampling
• Approssimiamo l’integrale campionando dei valori di 𝑧 e facendo averaging

• Variational Inference (VI)
• Approssimiamo 𝑃 𝑥 in forma trattabile computazionalmente

𝑃 𝑥 = 5𝑃) 𝑥 𝑧 𝑃 𝑧 d𝑧 ≈8
0

𝑃) 𝑥 𝑧0 𝑃 𝑧0



Metodi Monte Carlo (MC)

• Una fimaglia di metodi di simulazione per inferire variabili target

• Algoritmo generale
• Define a set of constraints or desiderata goals related to the target variables
• Generate data from a suitable probability distribution related to the target 

variables
• Check and evaluate how many successful trials you get out of all the 

experiments
• Estimate your target variables



Metodi Monte Carlo (MC)

• Esempio: Stima di 𝜋
• In uno spazio euclideo 2D, genera valori random 𝑥0, 𝑦0 0∈ ',…,( con una 

distribuzione uniforme su entrambi gli assi
• Calcola 𝑚, il numero di punti che si trovano all’interno della circonferenza di 

raggio 1
• Devono soddisfare 𝑥) + 𝑦) ≤ 1

• restituisci 4 ⋅ 8(



Metodi Monte Carlo (MC)

• Esempio: Stima di 𝜋
• In uno spazio euclideo 2D, genera valori random 𝑥0, 𝑦0 0∈ ',…,( con una 

distribuzione uniforme su entrambi gli assi
• Calcola 𝑚, il numero di punti che si trovano all’interno della circonferenza di 

raggio 1
• Devono soddisfare 𝑥) + 𝑦) ≤ 1

• restituisci 4 ⋅ 8(

Che stiamo facendo?



Monte Carlo (MC)

• Esempio: Stima di 𝜋
• In uno spazio euclideo 2D, genera valori random 𝑥! , 𝑦! !∈ #,…,& con una 

distribuzione uniforme su entrambi gli assi
• Calcola 𝑚, il numero di punti che si trovano all’interno della circonferenza di raggio 1

• Devono soddisfare 𝑥# + 𝑦# ≤ 1
• restituisci 4 ⋅ '

&

Che stiamo facendo?
– stiamo approssimando quest’area

𝐴 = &()*+,-
&(./0-)

= 𝐴'()*+, =
&*1-*2)
-

= .⋅,3

-
= .

-



Metodi Monte Carlo (MC)



Metodi Monte Carlo (MC)

• Limitazioni:

• Il campionamento deve essere “semplice”
• Servono molti dati

• Non c’è convergenza asintotica



Idea

• Utilizziamo una proposal distribution 𝑞;(𝑧|𝑥)
• Utilizziamo i valori di 𝑧 campionati da drawn from 𝑞;



Inferenza Variazionale

• Approssimiamo la posterior 𝑃 𝑧|𝑥 con una famiglia di distribuzioni
”semplici” 𝑞; 𝑧|𝑥

• Il parametro 𝜆 indicizza la famiglia di distribuzioni
• Ad esempio, con 𝑞 Gaussiana, 𝜆 = 𝜇, 𝜎

𝑃 𝑧|𝑥 =
𝑃 𝑥|𝑧 ⋅ 𝑃 𝑧

𝑃 𝑥
≈ 𝑞9 𝑧|𝑥



Inferenza Variazionale

• Due distribuzioni 𝑃 e 𝑄 sono simili se la divergenza è bassa

• Divergenza di Kullback – Leibler:

𝐾𝐿 𝑃||𝑄 = .
<=

>=
𝑝 𝜔 ⋅ ln

𝑝 𝜔
𝑞 𝜔

𝑑𝜔

= .
<=

>=
𝑝 𝜔 ⋅ ln 𝑝 𝜔 𝑑𝜔 −.

<=

>=
𝑝 𝜔 ⋅ ln 𝑞 𝜔 𝑑𝜔

= 𝔼?∼@ ln 𝑝 𝑥 − 𝔼?∼@ ln 𝑞 𝑥



Inferenza Variazionale

• Vogliamo una 𝑞- 𝑧|𝑥 che sia una buona approssimazione di 𝑝 𝑧|𝑥

𝐾𝐿 𝑞- 𝑧|𝑥 ||𝑝 𝑧|𝑥 = 𝔼.! /|1 ln 𝑞- 𝑧|𝑥 − 𝔼.! /|1 ln 𝑝 𝑧|𝑥

= 𝔼.! /|1 ln 𝑞- 𝑧|𝑥 − 𝔼.! /|1 ln
𝑝 𝑧, 𝑥
𝑝 𝑥

= 𝔼.! /|1 ln 𝑞- 𝑧|𝑥 − 𝔼.! /|1 ln 𝑝 𝑧, 𝑥 + 𝔼.! /|1 ln 𝑝 𝑥

= 𝔼.! /|1 ln 𝑞- 𝑧|𝑥 − 𝔼.! /|1 ln 𝑝 𝑧, 𝑥 + ln 𝑝 𝑥

= − 𝔼.! /|1 ln 𝑝 𝑧, 𝑥 − 𝔼.! /|1 ln 𝑞- 𝑧|𝑥 + ln 𝑝 𝑥

ELBO (evidence lower bound) Log 
likelihood



log 𝑃 𝑥 = .𝑞 𝑧 𝑥 log 𝑃 𝑥 d𝑧

= ∫𝑞 𝑧 𝑥 log 𝑃 𝑥 )(+|-)
)(+|-)

d𝑧

= ∫𝑞 𝑧 𝑥 log 𝑃 𝑥 ) 𝑥 𝑧 )(+)
)(-))(+|-)

d𝑧

= ∫𝑞 𝑧 𝑥 log 𝑃 𝑥|𝑧 𝑃 𝑧 d𝑧 + ∫𝑞 𝑧 𝑥 log / 𝑧 𝑥
/(+|-))(+|-)

d𝑧

= ∫𝑞 𝑧 𝑥 log 𝑃 𝑥|𝑧 d𝑧 + ∫𝑞 𝑧 𝑥 log / 𝑧 𝑥
)(+|-)

d𝑧

−∫𝑞 𝑧 𝑥 log / 𝑧 𝑥
)(+)

d𝑧
= 𝐸+∼/ log 𝑃 𝑥 𝑧 + 𝐾𝐿[𝑞(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 𝑥

−𝐾𝐿[𝑞(𝑧|𝑥)||𝑃 𝑧 ]



Inferenza variazionale

𝐾𝐿[𝑞; 𝑧|𝑥 ||𝑝 𝑧|𝑥 ] = −𝐸𝐿𝐵𝑂 𝑞; + ln 𝑝 𝑥

• Scelto 𝑞;, si stimano I parametri 𝜆 che minimizzano l’ELBO

30

Visualizing ELBO decomposition

• Note: all we have done so far is decompose the log 
probability of the data, we still have exact equality

• This holds for any distribution 𝑞

Bishop – Pattern Recognition and Machine Learning



𝐾𝐿[𝑞! 𝑧|𝑥 ||𝑝 𝑧|𝑥 ] = 𝐸"∼$0[log 𝑞! 𝑧 𝑥 − log 𝑝(𝑥|𝑧)]



𝐾𝐿 𝑞! 𝑧|𝑥 |𝑝 𝑧|𝑥 = 𝐸"∼$0 log 𝑞! 𝑧 𝑥 − log 𝑝 𝑥 𝑧
= 𝐾𝐿[𝑞!(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸"∼$0 𝑝 𝑥 𝑧 + log 𝑃(𝑥)



𝐾𝐿 𝑞! 𝑧|𝑥 |𝑝 𝑧|𝑥 = 𝐸"∼$0 log 𝑞! 𝑧 𝑥 − log 𝑝 𝑥 𝑧
= 𝐾𝐿[𝑞!(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸"∼$0 𝑝 𝑥 𝑧 + log 𝑃(𝑥)

Evidence Lower Bound (ELBO) Non dipende da 𝑧



𝐾𝐿 𝑞! 𝑧|𝑥 |𝑝 𝑧|𝑥 = 𝐸"∼$0 log 𝑞! 𝑧 𝑥 − log 𝑝 𝑥 𝑧
= 𝐾𝐿[𝑞!(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸"∼$0 𝑝 𝑥 𝑧 + log 𝑃(𝑥)

Evidence Lower Bound (ELBO)

Non dipende da 𝑧

Visualizing ELBO decomposition

• Note: all we have done so far is decompose the log 
probability of the data, we still have exact equality

• This holds for any distribution 𝑞

Bishop – Pattern Recognition and Machine Learning

𝐾𝐿 𝑞! 𝑧|𝑥 |𝑝 𝑧|𝑥

log𝑃(𝑥)

𝐸𝐿𝐵𝑂(𝜆, 𝜃)



Inferenza variazionale

𝐾𝐿[𝑞; 𝑧|𝑥 ||𝑝 𝑧|𝑥 ] = −𝐸𝐿𝐵𝑂 𝜆, 𝜃 + ln 𝑝 𝑥

• Scelto 𝑞;, si stimano I parametri 𝜆, 𝜃 che minimizzano l’ELBO
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Visualizing ELBO decomposition

• Note: all we have done so far is decompose the log 
probability of the data, we still have exact equality

• This holds for any distribution 𝑞

Bishop – Pattern Recognition and Machine Learning

𝐾𝐿 𝑞! 𝑧|𝑥 |𝑝 𝑧|𝑥

log𝑃(𝑥)

𝐸𝐿𝐵𝑂(𝜆, 𝜃)



Wrap up

• Si definisce una distribuzione 𝑞;
• Troviamo i parametri 𝜆 e θ che massimizzano

𝐾𝐿[𝑞9(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸G∼I$ 𝑝 𝑥 𝑧



Wrap up

• Il framework dipende da due funzionali
• 𝑞9(𝑧|𝑥), che codifica 𝑥 in una variabile latente 𝑧
• 𝑝 𝑥 𝑧 , che decodifica 𝑧 in 𝑥

• Autoencoder



Autoencoder

• un autoencoder è una rete neurale che produce un output (𝑟) che è un 
duplicato dell’input (𝑥).

• Due componenti:
• encoder function z = 𝑓 𝑥
• 𝑧 è il Codice (dell’input)
• decoder che produce una ricostruzione
𝑟 = 𝑔 𝑧

• L’obiettivo è 𝑥 ≈ 𝑟
• la loss espressa come
𝐿 𝑥, 𝑔 𝑓 𝑥

Latent space

Code



Proprietà

• Impara a sommarizzare le caratteristiche dell’input

• Rappresenta I dati originali in uno spazio a bassa dimensionalità



Encoder
network
Encoder Decoder

network

𝑥

𝑞 1
(𝑧
|𝑥
)

𝑧 ∼ 𝑞1(𝑧|𝑥) 𝑝(
𝑧|
𝑥)

K𝑥 ∼ 𝑝(𝑧|𝑥)



Encoder
network
Encoder Decoder

network

𝑥

𝑞 1
(𝑧
|𝑥
)

𝑧 ∼ 𝑞1(𝑧|𝑥) 𝑝(
𝑧|
𝑥)

K𝑥 ∼ 𝑝(𝑧|𝑥)

Come si ottimizza
Evitando di spezzare

La propagazione del gradiente?



Reparametrization trick

𝑥

𝑞 1
(𝑧
|𝑥
)

𝑧 ∼ 𝑞1(𝑧|𝑥) 𝑝(
𝑧|
𝑥)

K𝑥 ∼ 𝑝(𝑧|𝑥)

𝜖 ∼ 𝑝 .
𝑧 ∼ 𝑔(𝜖, 𝑥)



Per esempio, 
𝜖 ∼ 𝒩 0, 𝐼
𝜇, 𝜎 = 𝑚𝑙𝑝 𝑥
𝑧 = 𝜇 + 𝜎 ⋅ ϵ



Variational Autoencoders

• Architettura generale

44
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Variational Autoencoders

• La sottorete sub-net1 calcola i parametri di una distribuzione gaussiana
• Il sampler sfrutta I parametri per campionare il codice
• La sub-net2 genera l’output

45

Input 𝑥
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Variational Autoencoders

• Cosa manca?

46



Variational Autoencoders

• Cosa manca?

• Ammette una forma chiusa?

47

𝐸𝐿𝐵𝑂 𝜆, 𝜃 = 𝐾𝐿[𝑞9(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸G∼I$ log 𝑝 𝑥 𝑧



Variational Autoencoders

• Cosa manca?

• Log-likelihood

𝐸𝐿𝐵𝑂 𝜆, 𝜃 = 𝐾𝐿[𝑞9(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸G∼I$ log 𝑝 𝑥 𝑧



Variational Autoencoders

• Cosa manca?

• Se 𝑞; e 𝑃 sono gaussiane ammette una forma chiusa

49

𝐸𝐿𝐵𝑂 𝜆, 𝜃 = 𝐾𝐿[𝑞9(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸G∼I$ log 𝑝 𝑥 𝑧



Variational Autoencoders

• Cosa manca?

• Se 𝑞; e 𝑃 sono gaussiane ammette una forma chiusa
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𝐸𝐿𝐵𝑂 𝜆, 𝜃 = 𝐾𝐿[𝑞9(𝑧|𝑥)| 𝑃 𝑧 − 𝐸G∼I$ log 𝑝 𝑥 𝑧

by transforming a sequence into a matrix built from the concate-
nation of the embeddings of the items appearing in the sequence.
The matrix can hence feed convolutional layers that can extract
relevant useful features for predicting the next items.

3 BACKGROUND
The framework of variational autoencoders draws from the idea
of latent variable modeling [28]. Essentially, we can assume a K-
dimensional latent variable spaceZ, upon which we can devise a
probability density function P� (z) for z 2 Z, where � represents
a set of density parameters. The datapoints X = {x1, . . . , xM } we
observe can be modeled through a dependency P� (x |z), so that the
overall likelihood of X can be speci�ed by marginalizing overZ:

P(X) =
÷
i
P(xi ) =

÷
i

π
P� (xi |z) P� (z) dz .

Within the classical VAE framework [22, 36], z is assumed to
be distributed according to a standard normal distribution, that is
� = {0, IK } and consequently z ⇠ N(0, IK ). The key intuition here
is that even complex dependencies can be generated starting from
normally distributed variables. Thus, P� (xi |z) is parameterized by
the function f� (z), representing any (unknown) transformation
of z that expresses such a dependency. We can model this trans-
formation through a neural network, so that � represents the set
of network parameters to be optimized. Hence, we can model the
inference problem for P(X) as optimization problem, where we aim
at �nding the optimal parameter set � that maximize P(X).

However, P(X) is typically intractable and we need to �nd an
approximation. Variational inference [8] usually tackles this ap-
proximation by introducing a proposal distribution Q(z |x), which
approximates the true posterior P(z |x). The relationship between
the likelihood and the proposal distribution is given by the follow-
ing equation:

log P(x) =
π

Q(z |x) log P(x) dz

=

π
Q(z |x) log P(x |z)P(z)

P(z |x) dz

=

π
Q(z |x) log P(X |z) dz +

π
Q(z |x) log Q(z |x)

P(z |x) dz

�
π

Q(z |x) log Q(z |x)
P(z) dz

= Ez⇠Q [log P(x |z)] + KL (Q(z |x)kP(z |x))
� KL (Q(z |x)kP(z)) .

By rearranging, we obtain
log P(x) � KL [Q(z |x)kP(z |x)]

= Ez⇠Q [log P(x |z)] � KL [Q(z |x)kP(z)] . (3.1)

This equation is crucial to the development variational autoen-
coders. The left-hand side represents the term to maximize, plus
an error term due to approximating the true posterior P(z |x) with
Q(z |x). A good choice of Q gives a small (hopefully zero) approx-
imation error, and consequently allows to directly optimize the
likelihood. The right-hand side of the equation (called Evidence
Lower Bound, ELBO) represents the equivalent of the left-hand side,
but with the added bonus that, for a given choice of Q it becomes

tractable and amenable to optimization. In particular, by noticing
that

KL [N(µ,Σ)kN(m, S)] =
1
2

✓
lo�

|S |
|Σ | � K + tr

⇣
S�1Σ

⌘
+ (m � µ)T S�1 (m � µ)

◆
,

we can choose to model Q(z |x) = N(z |µ�(x), ��(x)), so that the
term KL [Q(z |x)kP(z)] has a closed form. Again, we can model the
parameters µ�(x) and ��(x) through a neural network trained on x
and parameterized by �. A particular case that we shall use through-
out this paper is given by Σ�(x) = diag

�
��,1(x), . . . ,��,K (x)

�
.

As a consequence, the modeling can resort to two neural net-
works: the �rst one for “encoding” an input x into a latent variable z
by means ofQ�(z |x). The second one “decodes” the latent represen-
tation z into the corresponding x by means of P� (x |z). The learning
process is governed by the loss function given by the right-hand
side of eq. 3.1, computed on the training data X .

A problem with this loss is that term Ez⇠Q [log P(x |z)] is typi-
cally approximated by sampling the values z according to Q(z |x).
However, the sampling is a nondeterministic function that depends
on the parameters µ� and Σ� (which in turn depend on �) and is
not di�erentiable. To overcome this, [22] propose a reparametriza-
tion trick: instead of sampling z, we can sample an auxiliary noise
variable � according to a �xed distribution P(�), and obtain z by
means of a di�erentiable transformation depending on �,� and x.
Speci�cally, we can sample gaussian noise � ⇠ N(0, I ), and obtain
z�(� , xi ) = µ�(xi ) + Σ�(xi ) · � , normally distributed according to
parameters µ� and Σ� .

To summarize, given the loss function

L(�, �;X) =
’
i

(
1
2

’
k

⇣
��,k (xi ) � 1 � log��,k (xi ) + µ�,k (xi )2

⌘

� E�⇠N(0,I )
⇥
log P� (xi |z�(� , xi ))

⇤)
,

(3.2)

we can learn the parameters � and �, and consequently the encoder
Q�(z |x) and the decoder P� (x |z).

4 VARIATIONAL AUTOENCODERS FOR USER
PREFERENCES

The general framework described in the previous section can be
instantiated to the case of collaborative �ltering by specifying the
x variables, and consequently the probability density P� (x |z). We
analyze some alternative models here. We shall use the follow-
ing shared notation: u 2 U = {1, . . . ,M} indexes a user and
i 2 I = {1, . . . ,N } indexes an item for which the user can ex-
press a preference. We model implicit feedback, thus assuming
a preference matrix X 2 {0, 1}N⇥M , so that xu represents the
(binary) row with all the item preferences for user u. Given xu ,
we de�ne Iu = {i 2 I |xu,i = 1} (with Nu = |Iu |). Analogously,
Ui = |{u 2 U |xu,i = 1}| andMi = |Ui |.

We also consider a precedence and temporal relationships within
X . First of all, the preference matrix induces a natural ordering
relationship between items: i �u j has the meaning that xu,i >
xu, j in the rating matrix. Also, we assume the existence of timing



Recap: MC vs VI

• Assunzioni sulla forma delle distribuzioni
• MCMC: no
• VI: yes

• Bias (dobbiamo forzare delle assunzioni?)
• MCMC: low
• VI: high

• Variance (quanto è grande lo spazio di ricerca?)
• MCMC: high
• VI: low

• Computational cost
• MCMC: high (lots of iterations)
• VI: low

• Accuracy
• MCMC: very good
• VI: good
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MNIST – epoca 0



MNIST – epoca 10



MNIST – epoca 20



MNIST – epoca 50



MNIST – epoca 100



MNIST – epoca 200


